
Условие

Задача 3. Систематические погрешности электрических схем

При проведении измерений вольтамперных характеристик
(ВАХ – зависимость силы тока через исследуемый элемент
от напряжения на нем) используют различные электрические
цепи. Одной из самых популярных схем является схема, по-
казанная на рис. 1.

При расчетах таких цепей часто использую различные при-
ближения (считают, что сопротивление амперметра равно ну-
лю, сопротивление вольтметра бесконечно большим и т.д.).

Такие приближения вносят систематические погрешности в
проводимые расчеты и анализ полученных экспериментальных результатов.

В данной задаче вам необходимо построить разумные оценки погрешностей, вносимых тем
обстоятельством, что приборы являются не идеальными.

При расчетах рекомендуем использовать приближенную формулу, справедливую при малых
x:

1

1 + x
≈ 1− x . (1)

Часть 1. Погрешность делителя напряжения.

На рис. 2а показана схема делителя напряже-
ния на двух резисторах, сопротивления которых
равны R1, R2. Изменяя сопротивления этих ре-
зисторов, можно изменять напряжение U1 на ре-
зисторе R1. При подключении к этому резисто-
ру исследуемой схемы с общим сопротивлением r

(Рис. 2б), напряжение на резисторе R1 изменяет-

ся и принимает некоторое значение Ũ1. Однако,
в некоторых случаях различием между U1 и Ũ1

пренебрегают.

1.1 Рассчитайте значения напряжений U1 и Ũ1.

1.2 Рассчитайте, при каком значении сопротивления исследуемой цепи r относительное из-

менение напряжения εV =
∣∣∣U1−Ũ1

U1

∣∣∣ не превышает 1%. Получите формулу в общем виде и

проведите численный расчет при R1 = R2 = 10 Ом.

Часть 2. Погрешность, вносимая амперметром
В цепи, показанной на рис. 3а, обозначим силу тока
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в цепи I. При подключении амперметра сила тока в
цепи изменяется и становится равной Ĩ.

2.1 Рассчитайте, при каком значении сопротивления
амперметра RА относительное изменение силы тока

в цепи εА =
∣∣∣ I−Ĩ

I

∣∣∣ не превышает 1%. Получите фор-

мулу в общем виде и проведите численный расчет
при r = 10 Ом.

Часть 3. Погрешность, вносимая вольтметром.

Для измерения напряжения используется схема, по-
казанная на рис. 4б. При отсутствии вольтметра на-
пряжение на резисторе R1 равно U1, при подключении вольтметра с сопротивлением RV,
напряжение на этом резисторе становится равным Ũ1.

3.1 Рассчитайте, при каком значении сопротивления исследуемой

цепи r относительное изменение напряжения εV =
∣∣∣U1−Ũ1

U1

∣∣∣ не пре-

вышает 1%. Получите формулу в общем виде и проведите числен-
ный расчет при R1 = R2 = 10 Ом.

Часть 4. Корректировка измеренной ВАХ С помощью схе-
мы, приведенной на рис. 1, проведено измерение зависимости силы
тока, которое показывает амперметр Ĩ, от показаний вольтметра
Ũ для некоторого нелинейного элемента r (его сопротивление не
постоянно, а изменятся при изменении напряжения). Сопротивле-
ние вольтметра RV = 2,0 кОм, сопротивление амперметра RА = 2,0
Ом. На отдельном бланке (на следующей странице) приведен гра-
фик измеренной зависимости. Для вашего удобства в Таблице 1
приведены численные значения этих величин, по которым постро-
ен график. 4.1 На этом же бланке постройте скорректированный график ВАХ исследуемого
элемента (зависимость силы тока через этот элемент I от напряжения на этом элементе U).

На этом же листе приведите расчетные формулы, по которым Вы провели корректировку

графика, необходимые расчеты можете провести в свободных графах Таблицы 1. Не за-

будьте сдать этот Бланк!

Бланк к задаче 3 (Часть 4)
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Таблица 1.

Ũ , В Ĩ, мА
0,00 0,00
0,50 2,46
1,00 4,00
1,50 5,31
2,00 6,50
2,50 7,60
3,00 8,63
3,50 9,61
4,00 10,56
4,50 11,46
5,00 12,34
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Расчетные формулы:

Решение

Задача 9-3. Систематические погрешности электрических схем

Часть 1. Погрешность делителя напряжения.

1.1 Расчет напряжений проводится с использова-
нием закона Ома и законов последовательного и
параллельного соединения проводников. Так

U1 = U0
R1

R1 +R2

. (1)

Для расчета напряжения при подключении ис-
следуемой цепи r в формуле (1) сопротивление

R1 заменить сопротивлением R̃1 параллельно соединенных резистора R1 и исследуемой цепи
сопротивлением r. При этом

1

R̃1

=
1

R1

+
1

r
. (2)

Тогда

Ũ1 = U0
R̃1

R̃1 +R2

= U0
1

1 + R2

R̃1

= U0
1

1 +R2

(
1
R1

+ 1
r

) = U0
1

1 + R2

R1

+ R2

r

=
U0

1 + R2

R1

(
1 +

R1R2

r(R1 +R2)

)
−1

≈ U0R

R1 +

(3)

При выводе учтено, что для малого изменения напряжения должно выполняться условие
r ≫ R1, R2. На сколько это меньше, показывает формула (3), из которой следует, что отно-
сительное изменение напряжения равно

εV =

∣∣∣∣∣
U1 − Ũ1

U1

∣∣∣∣∣ =
R1R2

r(R1 +R2)
. (4)

Указанное изменение напряжение не превысит указанную величину при выполнении условия

R1R2

r(R1 +R2)
< εV ⇒ r >

R1R2

εV (R1 +R2)
. (5)

При R1 = R2 = 10 Ом и εV = 0,01
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r > 500 Ом. (6)

Теоретический тур. Вариант 2. 8

Часть 2. Погрешность, вносимая амперметром

2.1 Силы тока в приведенных цепях рассчитываются
элементарно:

I =
U0

r

Ĩ =
U0

r +RA

≈ U0

r

(
1− RA

r

)
. (6)

Таким образом, относительное изменение силы тока при подключении амперметра равно

εA =

∣∣∣∣∣
I − Ĩ

I

∣∣∣∣∣ =
RA

r
. (7)

Указанное требование будет выполнено, при

RA

r
< εA RA < εAr = 0,10Ом. (8)

Часть 3. Погрешность, вносимая вольтметром.

3.1 Для решения этой части задачи достаточно заметить, что рассматриваемые здесь схемы
полностью эквивалентны схемам, рассмотренным в Части 1. Поэтому можно воспользоваться
результатами, полученными в этой части, если сопротивление r заменить на сопротивление
вольтметра RV . Тогда относительное изменение напряжения не превысит 1% при выполнении
условия

R1R2

RV (R1 +R2)
< εV ⇒ RV >

R1R2

εV (R1 +R2)
= 500Ом. (9)

Часть 4. Корректировка измеренной ВАХ

4.1 В использованной схеме показания вольтметра равны напряжению на исследуемом эле-
менте
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U = Ũ . (10)

Амперметр показывает сумму сил токов через исследуемый
элемент и вольтметр:

Ĩ = I + IA. (11)

Таким образом, для корректировки полученной зависимости
необходимо из показаний амперметра вычесть силу тока через
амперметр, которая рассчитывается по закону Ома:

I = Ĩ − Ũ

RV

. (12)

Необходимые расчеты и скорректированный график приведе-
ны в таблице и на бланке. На этом графике: верхняя кривая –
исходный Рафик; нижняя прямая – зависимость силы тока че-
рез вольтметр от напряжения, средняя кривая – «истинный»
график вольтамперной характеристики исследуемого элемен-
та. Теоретический тур. Вариант 2. 9

Бланк к задаче 3 (Часть 4)

9 класс. Теоретический тур. 6



Таблица 1.

Ũ , В Ĩ, мА IV , мА Ir, мА
0,00 0,00 0,00 0,00
0,50 2,46 0,25 2,21
1,00 4,00 0,50 3,50
1,50 5,31 0,75 4,56
2,00 6,50 1,00 5,50
2,50 7,60 1,25 6,35
3,00 8,63 1,50 7,13
3,50 9,61 1,75 7,86
4,00 10,56 2,00 8,56
4,50 11,46 2,25 9,21
5,00 12,34 2,50 9,84

Расчетные формулы

Сила тока через вольтметр: IV = Ũ
RV

.

Сила тока через исследуемый элемент Ir = Ĩ − IV .

Теоретический тур. Вариант 2. 10

Решения задач. 10 класс.

Задача 1. Привязанная тележка

Часть 1. «Высокий блок»

1.1 За малый промежуток времени ∆t тележка сместится
вправо по горизонтали на расстояние u1∆t. При этом дли-
на нити уменьшится на величину v∆t. Из соответствующего
прямоугольного треугольника получаем

v∆t = u1∆t cosα.

9 класс. Теоретический тур. 7



Из (1) находим искомую зависимость

u1(α) =
v

cosα
. (2)

1.2 Используя (2), найдем искомые значения скоростей те-
лежки на бесконечности и при α = 35◦.

Часть 2. «Подвижный блок»

2.1 Поскольку нить ABC нерастяжима, то длина ло-
маной ABC при движении тележки остаётся постоян-
ной. Следовательно, уменьшение длины одного звена
ломаной за некоторый промежуток времени должно
равняться увеличению длины её второго звена.

Пусть за небольшой промежуток времени ∆t тележка
сместится вправо на расстояние u∆t. При этом длина
участка AB нити уменьшится на величину (Рис. 2)

∆lAB = u∆t cosα. (5)

С другой стороны, длина участка BC нити за этот же промежуток времени увеличится на
∆lBC

∆lBC = (v − u)∆t. (6)

Приравнивая (5) и (6) по условию не растяжимости нити, получим

∆lAB = ∆lBC ⇒ u∆t cosα = (v − u)∆t. (7)

9 класс. Теоретический тур. 8



Из (7) находим искомую зависимость u4(α)

u4(α) =
v

1 + cosα
. (8)

2.2 Используя (8), найдем искомые значения скоростей тележки на бесконечности и при
α = 35◦

u5 = u4(α = 0◦) =
v

1 + cos 0◦
=

v

2
= 0,75

м

с
, (9)

u6 = u4(α = 35◦) =
v

1 + cos 35◦
= 0,82

м

с
. (10)

Заметим, что полученное значение (9) можно было найти и без использования (8), поскольку
u5 соответствует случаю подвижного блока, на котором «проигрывают» в скорости в два
раза.

Теоретический тур. Вариант 1.

Часть 3. «Низкий блок»

3.1 Данная часть задачи самая простая, поскольку при такой схеме вытяжки тележки её
скорость независимо от угла α всегда будет равна по модулю скорости нити.

Задача 2. Картезианский водолаз.

Часть 1. Вынужденное погружение.

1.1 Так как температура воздуха в трубке и его масса не изменя-
ются, то для этого воздуха справедлив закон Бойля-Мариотта:

P0L = P (L− x) (1)

9 класс. Теоретический тур. 9



С другой стороны, давление воздуха в трубке можно выразить
через гидростатическое давление воды:

P = P0 + z − x (2)

Здесь, как сказано в условии давления воздуха измеряется в мет-
рах водяного столба.

В этих уравнениях две неизвестные величины: давление воздуха в трубке P и высота x,
поэтому эта система может быть решена:

P0L = (P0 + z − x)(L− x) =⇒
x2 − (P0 + z)x− Lx+ (P0 + z)L− P0L = 0 =⇒

x2 − (P0 + z + L)x+ zL = 0 =⇒

x1,2 =
(P0 + z + L)

2
±
√

(P0 + z + L)2

4
− zL

(3)

Из двух корней следует выбрать корень со знаком минус. В качестве обоснования такого
выбора можно привести следующий: при z = 0 высота x также должна равняться нулю.
Поэтому окончательно получим

x(z) =
(P0 + z + L)

2
−
√

(P0 + z + L)2

4
− zL. (4)

Схематический график этой зависимости пока-
зан на рисунке: при увеличении z, величина x

монотонно стремится к L.

Теоретический тур. Вариант 1.

1.2 Силу Архимеда можно выразить по извест-
ной формуле, как вес вытесненной воды. Од-
нако, необходимо рассмотреть два случая: А)
Глубина погружения меньше длины пробирки
z < L. В этом случае

FA = ρgs(z − x) (5)

Так как x растет медленнее, чем z, то в этом
случае сила Архимеда возрастает при увеличе-
нии z. Б) Глубина погружения больше длины
пробирки z > L. В этом случае

FA = ρgs(L− x). (6)

В этом случае сила Архимеда с ростом z убывает.

9 класс. Теоретический тур. 10



Схематический график этой зависимости показан на следующем рисунке.

1.3 Таким образом, сила Архимеда принимает максимальное значение при z = L. Как следует
из формулы (4), при этом величина x будет равна

x(z) =
(P0 + 2L)

2
−
√

(P0 + 2L)2

4
− L2 =

(P0 + 2L)

2
−
√

P 2
0 + 4P0L

4
,

а максимальное значение силы Архимеда:

FAmax = ρgs(L− x) = ρgs

(
L− (P0 + 2L)

2
+

√
P 2
0 + 4P0L

4

)
=

= ρgs

(√
P 2
0 + 4P0L

4
− P0

2

)
(7)

Заметим, что при P0 ≫ L это максимальное значение стремится к L. Действительно в этом
приближении изменение давление воздуха в трубке при погружении пренебрежимо мало,
поэтому можно считать, что воздух занимает всю трубку.

1.4 Силу Архимеда можно выразить как разность сил давлений на закрытый верхний торец
трубки, поэтому

FA = (P − (P0 + ρg(z − L)))s, (8)

что, конечно, равносильно использованному ранее подходу.

Теоретический тур. Вариант 1.
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1.5 На графике зависимости силы Архимеда от глубины погружения отметим уровень силы
тяжести. Для этого проведем вертикальную линию z = ηL до пересечения с графиком зави-
симости силы Архимеда от глубины. В точке пересечения эта сила будет равна силе тяжести.
Далее проведем горизонтальную линию на уровне силы тяжести до пересечения со второй
ветвью графика. Абсцисса этой точки и будет искомая глубина z1.

Легко показать, что положение равновесия в точке z1 является неустойчивым, поэтому, если
глубина погружения станет чуть больше, чем z1, трубка утонет. Таким образом, для расчета
этой глубины необходимо решить следующее уравнение

FA(ηL) = FA(z1). (9)

Используя полученные формулы для силы Архимеда, получим требуемое уравнение:

(z − x)0 = (L− x(z1)) ⇒

h0 = L− (P0 + z + L)

2
+

√
(P0 + z + L)2

4
− zL (10)

где обозначено

h0 = (z − x)0 = ηL− (P0 + ηL+ L)

2
−
√

(P0 + ηL+ L)2

4
− ηL2 (11)

Высота столбика воздуха в трубке, когда она плавает на поверхности.

Данной уравнение очень громоздко. Одна при данных заданных в условии величина L ≪ P0.
Так P0 = 10м, а L = 0,10м. Поэтому можно пренебречь изменение давления на высоте трубки.
В этом случае h0 ≈ L - при погружении трубки на ее высоту объем воздуха в ней остается
неизменным. В положении равновесия сила Архимеда, а следовательно, и сила тяжести труб-
ки равны mg = ρgsηL. При погружении на глубину z давление в трубке становится равным
(P0 + z), поэтому высота столба воздуха в трубке оказывается равной
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P0L = (P0 + z)h ⇒ h =
P0L

(P0 + z)
(12)

При этом сила Архимеда должна стать равной силе тяжести

ρgsh = ρgsηL ⇒ P0L

(P0 + z)
= ηL. (13)

Из этого уравнения элементарно находим

z =
1− η

η
P0 = 2,5м. (14)

Часть 2 данной задачи решается аналогично, только в записанных уравнениях следует рас-
сматривать зависимость параметров не от z, а от давления воздуха в сосуде P1.

Теоретический тур. Вариант 1.

Часть 3 Конструкторская, предоставляет богатые возможности для творчества. Однако
основными идеями являются: помещение трубки в закрытый сосуд, и предварительное на-
полнении трубки водой, так чтобы она плавала «на грани» - при незначительном изменении
объема сосуда (а, следовательно, и объема воздуха в трубке) трубка начинала тонуть.

Задача 3. Амперметр, вольтметр, омметр и пр.

Часть 1. Приборы магнитоэлектрической системы.

1.1 При пропускании тока через рамку на нее будут действовать моменты сил со стороны
магнитного поля и со стороны пружины, в результаты рамка перейдет в новое положение
равновесия, которое определяется уравнением

IBS sin(ϕ0 + δ) = kδ. (1)

где δ - угол отклонения стрелки от «нулевого» положения. Из уравнения (1) следует, что для
«линейности» прибора необходимо, чтобы момент со стороны магнитного поля слабо зависел
от поворота рамки. Это достигается при ϕ0 = 90◦, в этом случае sin(ϕ0+δ) = cos δ ≈ 1. Иными
словами, в положении равновесия нормаль к рамке должна быть перпендикулярна линиям
магнитного поля, или магнитные линии должны лежать в плоскости рамки. Кроме того,
при такой ориентации момент силы со стороны магнитного поля максимален, что повышает
чувствительность гальванометра.
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1.2 Чтобы «превратить» гальванометр в вольтметр, к необходимо последовательно подклю-
чить дополнительный резистор большого сопротивления R (значительно превышающего со-
противление элемента, на котором производится измерение напряжения). В этом случае сила
тока через гальванометр будет равна

I =
U

R
. (2)

Следовательно, диапазон измеряемых напряжений будет лежать в интервале [RImin, RImax].
Данная схема работает строго в линейном режиме.

1.3 Так как гальванометр измеряет силу тока, то омметр
должен содержать источник тока. При протекании то-
ка через измеряемый резистор, напряжение на нем про-
порционально его сопротивлению. Поэтому желательно,
чтобы сила тока в цепи этого резистора не зависела от
его сопротивления. Для этого следует источник с боль-
шим внутренним сопротивлением (источник тока). Мож-
но просто добавить резистор с большим сопротивлением
в измерительную цепь. Далее следует измерять напряже-
ние на измеряемом резисторе, то есть использовать раз-
работанную схему вольтметра. Таким образом, «вырисо-
вывается» следующая схема омметра и его подключения
к измеряемому резистору.

Теоретический тур. Вариант 1.

В этой схеме: R0 - сопротивление в цепи источника тока, RV - сопротивление в цепи вольт-
метра; Rx измеряемое напряжение. Между этими сопротивлениями должно выполняться со-
отношение: R0 ≫ RV ≫ Rx. При выполнении этих условий сила тока через резистор будет
равна:

IG =

(
U0

R0

Rx

)
1

RV

=

(
U0

R0RV

)
·Rx (3)

и пропорциональна измеряемому сопротивлению.
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Часть 2. Электростатический вольтметр.

2.1 Пластины электродов в области их перекрытия можно рассматривать как конденсатор,
емкость которого зависит от смещения подвижной пластины:

C =
ε0l(x+ x0)

d
. (4)

При проведении измерений этот конденсатор фактически подключается к источнику посто-
янного напряжения U . Поэтому энергия этого конденсатора равна

WC =
CU2

2
. (5)

При втягивании подвижного электрода емкость конденсатора увеличивается, поэтому увели-
чивается и его энергия. Это приводит к определенному парадоксу: пластина должна не втя-
гиваться, а выталкиваться из зазора неподвижного электрода!? Однако, никакого парадокса
нет: дело в том, что конденсатор не является замкнутой системой, он подключен к источни-
ку напряжения. При увеличении емкости увеличивается заряд конденсатора, следовательно,
источник совершает работу по зарядке конденсатора, поэтому его энергия уменьшается. Из-
менение энергии источника рассчитывается следующим образом:

WU = −A = −qU = −CU2. (6)

Полная энергия системы равна

W = WC +WU = −CU2

2
. (7)

Таким образом, при втягивании подвижной пластины суммарная энергия уменьшается, сле-
довательно, на пластину действует сила, направленная к неподвижному электроду и равная

F = −∆W

∆x
=

U2

2

∆C

∆x
=

ε0l

2d
U2. (7)

2.2 В положении равновесия эта сила компенсируется силой упругости пружины:

ε0l

2d
U2 = kx. (8)

Тогда смещение пластины

x =
ε0l

2dk
U2. (9)

Теоретический тур. Вариант 1.
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2.3 Зависимость смещения от напряжения нелинейная, для ее линеаризации можно попы-
таться заменить прямоугольные пластины на пластину более «хитрой» формы. Для этого
необходимо добиться выполнения условия dS

dx
= γ

√
x. Такая геометрическая задача может

быть решена.

Часть 3. «Фарадометр»

3.1 Если в цепи подключен вольтметр магнитоэлектрической систе-
мы, то его показания будут равны нулю. Так как после зарядки
конденсаторов ток через вольтметр прекратится.

3.2 Так как ток через электростатический вольтметр не течет, то
верхнюю (с резисторами) и нижнюю (с конденсаторами) ветви мо-
ста можно рассматривать независимо. Примем потенциал точки D

равным нулю. Тогда потенциал точки A будет равен

ϕA = IR2 = U0
R2

R1 +R2

. (10)

Потенциал точки B равен напряжению на конденсаторе C1. Это напряжение можно найти,
рассматривая два последовательно соединенных резистора:

{
C1U1 = C2U2

U1 + Ux = U0

⇒ U1 = U0
C2

C1 + C2

. (11)

Показания вольтметра:

UV = U0

(
R2

R1 +R2

− C2

C1 + C2

)
(12)

3.3 Мост будет сбалансирован при выполнении «симметричного» условия:

R2

R1

=
C2

C1

. (13)

Теоретический тур. Вариант 1.

Решения задач. 11 класс.

Задание 1. Легкая разминка

Задача 1.1

1.1.1 Внутренняя энергия газа рассчитывается по формуле:
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U = CV νRT . (1)

Запишем также уравнение состояния газа

PV = νRT . (2)

Из этих уравнений следует, что

U = CV PV . (3)

Внутренняя энергия воздуха в комнате не изменилась.

1.2.1 Тем не менее, на нагревание воздуха теплота необходима. Изменение внутренней энергии
оказалось равным нулю, потому, что часть воздуха вышла наружу. Сложность расчета пол-
ного количества теплоты заключается в том, что в процессе разные порции воздуха выходили
при разных температурах, получая разное количество теплоты. Рассмотрим, как изменялось
количество воздуха в комнате при изменении температуры. Для этого выразим из (2) зави-
симость количества вещества в комнате от температуры:

ν =
PV

RT
. (4)

Тогда при изменении температуры на малую величину dT число молей уменьшалось на

dν =
PV

R

dT

T 2
. (5)

Эта порция воздуха получила количество теплоты, равное

δQ = CP (T − T0)dν = CP

PV

R

T − T0

T 2
dT . (6)

Здесь CP = CV + R = 7
2
R - молярная теплоемкость при постоянном объеме (процесс изобар-

ный). Для точного расчета количества полученной теплоты необходимо проинтегрировать
выражение (6). Однако, так как относительное изменение абсолютной температуры не вели-
ко, то в знаменателе этого выражения изменением температуры можно пренебречь. Тогда
количество теплоты, унесенное на улицу можно представить в виде:

Q =
CP

R
PV

1

2

(
∆T

T0

)2

=
7

4
PV

(
∆T

T0

)2

≈ 52кДж . (7)

Модно заметить, что это выражение модно представить в наглядной форме (которую можно
получить на основании качественных физических рассуждений)

Q =
1

2
CP∆ν∆T . (8)
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Задача 1.2

Причиной изменения интенсивности отраженного света является интерференция волн, отра-
женных от передней и задней поверхностей пленки. При интерференции двух волн одинако-
вой интенсивности интенсивность результирующей волны описывается формулой

I = I0(1 + cosϕ) (1)

Где ϕ разность фаз между интерферирующими волнами. Разность фаз между указанны-
ми волнами пропорциональна толщине пленки, или обратно пропорциональна ее площади.
При малом изменении площади, толщина пленки также будет изменяться мало, тогда это
изменение толщины можно выразить следующим образом

h =
h0S0

S0 +∆S
≈ h0

(
1− ∆S

S0

)
(2)

Таким образом, можно считать, что изменение толщины пленки, а, следовательно, и разности
фаз между двумя волнами пропорционально изменению ее площади. Так как при начальной
площади S0 интенсивность достигла максимума, то при этой площади разность фаз состав-
ляла целое число 2π, поэтому можно положить, в этот момент разность фаз равнялась нулю.
Для наглядности изобразим график интенсивности отраженного света от разности фаз.

Итак, при ∆S = 0 разность фаз также равнялась нулю, а интенсивность достигла максималь-
ного значения в 2 условных единицы. Далее интенсивность монотонно убывала – следователь-
но, все изменения проходят в пределах одного порядка интерференции. Затем интенсивность
уменьшилась в 4 раза, следовательно, она стала равной 0,5. Глядя на формулу (1), не сложно
заметить, что в этот момент косинус сдвига фаз стал равным −0,5, что соответствует раз-
ности фаз в π

2
+ π

3
= 5

6
π. Для того, чтобы интенсивность стала равной нулю, необходимо
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чтобы разность фаз стала равной π. То есть фаза должна дополнительно изменится на 1
6
π.

При изменении площади на величину ∆S2, фаза должна измениться в 5 раз меньше, чем
при изменении площади на величину ∆S1. А так как изменение разности фаз и изменение
площади пропорциональны друг другу, то изменение площади должно быть в 5 раз меньше,
т.е.

∆S2 =
1

5
∆S1 (3)

Теоретический тур. Вариант 1. 2

Задача 1.3

Запишем уравнения закона сохранения импульса

h

λ0

= −h

λ
+ p (1)

И закона сохранения энергии

hc

λ0

+mc2 =
hc

λ
+ E (2)

Здесь p, E - импульс и энергия электрона после взаимодействия. Добавим уравнение связи
между энергией и импульсом электрона

E2 = p2c2 +m2c4 (3)

При аккуратном (и не слишком громоздком) решении полученной системы уравнений (1)
-(3). получаем известный результат для сдвига длины волны:

∆λ = 2
h

mc
= 4,8 · 10−12 м. (4)

Теоретический тур. Вариант 1. 3

Задача 2. Негармонические колебания.

1.1 Для построения схематического графика потенциальной функции (зависимости потенци-
альной энергии от координаты)

U(x) = ka2
(
x2

a2
+

a2

x2
− 2

)
(1)

Следует отметить ее очевидные свойства:
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- функция является четной, поэтому ее
график симметричен относительно оси ор-
динат; - функция обращается в ноль при
x = a; - при x → 0 потенциальная энергия
стремится к бесконечности, т.е. в нуле су-
ществует бесконечный потенциальный ба-
рьер; - при x → ∞ функция приближает-
ся к квадратичной зависимости, ее график
приближается к параболе. Этих свойств
вполне достаточно, чтобы построить схе-
матический график зависимости U(x), ко-
торый показан на рисунке.

1.2 Потенциальная кривая имеет точку ми-
нимума, что соответствует наличию поло-
жения устойчивого равновесия. Поэтому
точка будет совершать колебательное движение. Так как зависимость потенциальной энергии
от координаты не является квадратичной. То колебания не будут гармоническими.

1.3 Как было отмечено вблизи x = 0 потенциаль-
ная энергия стремиться к бесконечности, поэтому
материальная точка не сможет преодолеть этот ба-
рьер. Поэтому в дальнейшем достаточно рассмат-
ривать только область x > 0. Для качественно-
го анализа характера движения можно воспользо-
ваться уравнением закона сохранения энергии

mv2

2
+ U(x) = U(x0) (2)

В котором полная энергия точки определяется на-
чальным условием E = U(x0). Точки возврата, в которых скорость обращается в ноль зада-
ются уравнением:

U(x) = U(x0) (3)

Это уравнение иллюстрируется рисунком, на котором отмечен уровень полной энергии и
точки x0, x1, в пределах которых происходит движение точки. Для определения пределов

Теоретический тур. Вариант 1. 4

движения необходимо решить уравнение (причем надо выбирать только положительные кор-
ни)

ka2
(
x2

a2
+

a2

x2
− 2

)
= ka2

(
x2
0

a2
+

a2

x2
0

− 2

)
(4)

Можно решить это уравнение стандартными методами (оно сводится к биквадратному урав-
нению). Но проще заметить, что уравнение симметрично относительно замены x

a
→ a

x
.
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Поэтому второй положительный корень этого уравнения x1 =
a
x0

.

Таким образом, материальная точка будет двигаться внутри интервала

x ∈
[
x0,

a

x0

]
. (5)

1.4 Малые колебания точки происходят вблизи положения равновесия x = a. Поэтому пред-
ставим координату точки в виде

x = (a+ y) (6)

Где отклонение от положения равновесия y ≪ a. Для упрощения потенциальной функции
преобразуем ее к виду

U(x) = ka2
(
x2

a2
+

a2

x2
− 2

)
= ka2

(
(a+ y)2

a2
+

a2

(a+ y)2
− 2

)
=

= ka2
(a+ y)4 + a4 − 2(a+ y)2a2

(a+ y)2a2
= ka2

((a+ y)2 − a2)
2

(a+ y)2a2
= ka2

(2ay + y2)
2

(a+ y)2a2

Теперь следует пренебречь всеми слагаемыми, имеющими больший порядок, чем y2 :

U(x) = ka2
(2ay + y2)

2

(a+ y)2a2
≈ ka2

(2ay)2

(a)2a2
= 4ky2. (7)

В этом приближении уравнение закона сохранения энергии приобретает вид

mv2

2
+ 4ky2 = 4ky20, (8)

которое является уравнением гармонических колебаний с круговой частотой ω2 = 8k
m

.

Следовательно, период малых колебаний определяется по формуле

T = 2π

√
m

8k
= π

√
m

2k
. (9)

Теоретический тур. Вариант 1. 5

1.5 При больших амплитудах колебаний можно приближенно считать, что

U(x) = kx2 (10)

9 класс. Теоретический тур. 21



При x > 0 и обращается в бесконечность при
x = 0. График этой приближенной функции по-
казан на рисунке. Движение в этом случае мож-
но представить как гармонические колебания при
x > 0 и абсолютно упругое отражение в начале
координат. Поэтому период таких колебаний будет
равен половине периода гармонических колебаний
с потенциальной энергией, описываемой функцией
(10):

T =
1

2
· 2π
√

m

2k
= π

√
m

2k
. (11)

Этот период совпадает с периодом малых колеба-
ний.

1.6 Воспользуемся «подсказкой» и получим уравнение для квадрата координаты частицы
z = x2. Скорость изменения этой величины равна

Vz = (z)′ = 2xx′ = 2xv (12)

Тогда скорость частицы равна:

v =
Vz

2x
. (13)

Выразим потенциальную энергию через параметр z:

U(x) = ka2
(
x2

a2
+

a2

x2
− 2

)
= ka2

(
z

a2
+

a2

z
− 2

)
. (14)

Подставим эти выражение в уравнения закона сохранения энергии:

mv2

2
+ U(x) = U(x0) ⇒ m

2

(
Vz

2x

)2

+ k
(z − a2)2

z
= k

(z0 − a2)2

z0
. (15)

Учитывая, что x2 = z, получим

m

2
V 2
z + 4k(z − a2)2 = 4k

(z0 − a2)2

z0
z (16)

В этом уравнении можно выделить полный квадрат относительно переменной z и привести
его к виду

m

2
V 2
z + 4k(z − b)2 = E. (17)
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А это уравнение также является уравнением гармонических колебаний, для которых период
не зависит от амплитуды. Следовательно, переменная z (поэтому и x =

√
z) изменяется

периодически, с постоянным периодом, не зависящим от амплитуды колебаний.

1.7 Для того, чтобы получить зависимость координаты от времени, необходимо провести
преобразования, анонсированные в предыдущем пункте задачи. Однако, можно пойти и более
простым логическим путем:
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- переменная z изменяется по гармоническому закону, поэтому отклонения от средней точки в

обе стороны должны быть одинаковы; - координата x изменяется в пределах
[
x0,

a2

x0

]
, поэтому

переменная z = x2 лежит в интервале
[
x2
0,

a4

x2

0

]
; - средняя точка для переменной z имеет

значение z̄ = 1
2

(
x2
0 +

a4

x2

0

)
; - амплитуда изменения переменной z равна A = x2

0−z̄ = 1
2

(
x2
0 − a4

x2

0

)
.

Поэтому закон изменения переменной z должен иметь вид (период колебаний задается фор-
мулой (9)):

z = z̄ + A cosωt =
1

2

(
x2
0 +

a4

x2
0

)
+

1

2

(
x2
0 −

a4

x2
0

)
cosωt. (18)

Наконец, возвращаясь к координате точки. Получим закон ее изменения:

x(t) =

√
1

2

(
x2
0 +

a4

x2
0

)
+

1

2

(
x2
0 −

a4

x2
0

)
cosωt (19)

Подставляя заданное начальное значение x0 = 3a, получим

x(t) =
a

3

√
41 + 40 cosωt (20)

График этой функции показан на рисунке.
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Задача 3. Эффект Эйнштейна-де-Гааза

1. В полном соответствии с теоретическим введением момент импульса электрона, вращаю-
щегося по круговой орбите вокруг ядра атома, определяется соотношением:

L = mevr (1)

2. Электрон, движущийся по круговой орбите, аналогичен круговому току, сила которого
может быть записана в виде:

i =
e

T
=

ev

2πr
(2)

Тогда магнитный момент такого кругового тока:

pm = iπr2 =
evr

2
(3)

Не стоит забывать о том, что момент импульса и магнитный момент, - это векторные вели-
чины. Вследствие того, что электрон – отрицательно заряженная частица, а за направление
тока принято направление движения положительно заряженных частиц, соответствующие
моменты направлены в разные стороны.

3. Выразим гиромагнитное отношение с использованием (1) и (3), с учетом направления
векторов:
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−→pm = − e

2me

−→
L (4)

g =
pm

L
=

e

2me

= 8,78 · 1010Кл

кг
(5)

4. Рассмотрим момент импульса всех электронов, отвечающих за магнитные свойства цилин-
дра. Используя гиромагнитное отношение, свяжем значение суммарного момента импульса
электронов с магнитными моментами каждого из них:

−→
Le = −2me

e

∑

(i)

−→pmi (6)

Изменение момента импульса электронов при изменении магнитных моментов:

−−→
∆Le = −2me

e

∑

(i)

−−−→
∆pmi (7)

Поскольку суммарный момент импульса цилиндра не изменяется, можно записать:

−−→
∆Le +

−−−−→
∆Lцил = 0 −→ −−−−→

∆Lцил = −−−→
∆Le (8)
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И по итогу:
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−−−−→
∆Lцил =

2me

e

∑

(i)

−−−→
∆pmi (9)

5. При изменении направления магнитного поля на противоположные магнитные моменты
электронов, вращающихся на круговых орбитах, переворачиваются:

−−→
∆pm = −2−→pm (10)

Тогда в соответствии с (9) получаем:

−−−−→
∆Lцил =

2me

e
(−2−→pm)N, (11)

Где N – количество электронов, отвечающих за магнитные свойства образца. Поскольку
количество таких электронов совпадает с числом атомов, получаем:

N =
m

M
NA (12)

И в итоге:

−−−−→
∆Lцил = −4me

e

m

M
NA

−→pm (13)
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Исходя из изменения момента импульса цилиндра найдем конечную угловую скорость вра-
щения:

∆Lцил = I∆ω =
4me

e

m

M
NApm (14)

Откуда с учетом выражения для момента инерции цилиндра получаем:

ω =
8me

eMr2
NApm (15)

6. Вывод уравнения крутильных колебаний цилиндра: Изменение момента импульса:

dL

dt
= Iα′′(t) (16)

Оно связано с действием следующих вращающих моментов: А) Возвращающий момент

M1 = −Iω2
0α(t), (17)

отвечающий за собственные крутильные колебания с циклической частотой ω0; Б) Момент
сил вязкого трения, описанный в условии задачи:

M2 = −kα′(t), (18)

где α′(t) - угловая скорость вращения цилиндра; В) Механический момент, связанный с пере-
магничиванием цилиндра во внешнем переменном магнитном поле, любезно предоставленный
авторами задачи:
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M3 =
4Pm

πg
ω cosωt (19)

Уравнение динамики вращательного движения цилиндра тогда:

dL

dt
= M1 +M2 +M3 (20)

Уравнение крутильных колебаний цилиндра во внешнем переменном магнитном поле с уче-
том всех приближений, описанных в условии задачи выглядит следующим образом:

Iα′′(t) = −Iω2
0α(t)− kα′(t) +

4Pm

πg
ω cosωt (20)

7. Подставим в уравнение (20) функцию, описанную в условии задачи: α(t) = A sin(ωt+ ϕ).

Для подстановки выразим производные от данной функции по времени:
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α′(t) = ωA cos(ωt+ ϕ) (21)

α′′(t) = −Aω2 sin(ωt+ ϕ) (22)

Подставляя (21), (22) в (20), и учитывая, что частота колебаний внешнего переменного маг-
нитного поля равна собственной частоте колебаний системы ω = ω0, получаем:

α(t) =
4Pm

πgk
sin(ωt), т.е. A =

4Pm

πgk
, ϕ = 0 (23)

8. Выразим тогда гиромагнитное отношение:

g =
4Pm

π|αmax|k
= 8,7 · 1010 (24)

9. Отличие измеренного значения гиромагнитного отношения от предсказываемого теорией
объясняется наличием собственного магнитного момента электрона и ядра атома – спина.
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